
Procesy stochastyczne
Lista 5

Zad 1. Wykaza¢, »e dla dowolnej funkcji ci¡gªej f o wahaniu sko«czonym na [a, b] zachodzi
∫ b
a f(t)df(t) =

1
2(f2(a)− f2(b)). (Hint: patrz stopka 2)

Zad 2. Niech 0 = tn0 < tn1 < ... < tnn = T b¦dzie podziaªem odcinka, gdzie tnk = kT
n . Wykaza¢, »e

lim
n→∞

n−1∑
k=0

(Wtnk+1
−Wtnk

)2 = T, w sensie zbie»no±ci w L2.

Uzasadni¢, »e wynika st¡d, i» wahanie procesu Wienera na odcinku [0, T ] jest niesko«czone.

Zad 3. Niech 0 = tn0 < tn1 < ... < tnn = T b¦dzie podziaªem odcinka, gdzie tnk = kT
n . Wykaza¢, »e dla procesu

stochastycznego f(t), t ≥ 0, ±rednio-kwadratowe granice sum caªkowych Ito

lim
n→∞

n−1∑
k=0

f(tnk)(Wtnk+1
−Wtnk

), lim
n→∞

n−1∑
k=0

f(tnk+1)(Wtnk+1
−Wtnk

).

na ogóª si¦ ró»ni¡.1

Zad 4. Udowodni¢, »e dla dowolnej funkcji h ∈ L2([0, t]) caªka Paleya-Wienera
∫ t
0 h(s)dWs ma rozkªad nor-

malny N (0,
∫ t
0 h

2(s)ds).

Zad 5. Wykaza¢, »e dla h ∈ L2([0, t]) i 0 < u < t zachodzi
∫ u
0 h(s)dWs =

∫ t
0 h(s)I[0,u](s)dWs p.n.

Zad 6. Wykaza¢, »e dla h ∈ C(1)([0, t]) zachodzi∫ t

0
h(s)dWs = h(t)Wt −

∫ t

0
h′(s)Wsds p.n.

(Hint: patrz stopka 3)

Zad 7. Niech Cp := (E|W1|p)1/p. Wykaza¢, »e dla 1 ≤ p < ∞, przeksztaªcenie h 7→ C−1p

∫ t
0 h(s)dWs jest

izometrycznym wªo»eniem L2([0, t]) w Lp(Ω).

Zad 8. Wykaza¢, »e je±li X ∈ LT2 , 0 ≤ a ≤ b ≤ T i ξ jest ograniczon¡ Fa-mierzaln¡ zmienn¡ losow¡, to

{ξXtI(a,b](t)}t∈[0,T ] ∈ LT2 oraz ∫ b

a
ξXdW = ξ

∫ b

a
XdW

(Uwaga:
∫ b
a XtdWt de�niujemy jako

∫ T
0 I(a,b](t)XtdWt).

Zad 9. Wykaza¢, »e je±li 0 < t1 < t2 · · · < tm < T oraz ξk s¡ zmiennymi losowymi w L2(Ω), Ftk mierzalnymi

to proces X =
∑m−1

k=1 ξkI(tk,tk+1] nale»y do LT2 oraz
∫ t
0 XdW =

∑m−1
k=1 ξk(Wtk+1∧t −Wtk∧t).

Zad 10. Zaªó»my, »e X jest procesem prognozowalnym, ciagªym w L2 (tzn. t 7→ Xt jest ci¡gªa [0, T ] w L2(Ω)).

Wykaza¢, »e wówczas X ∈ LT2 oraz dla dowolnego ci¡gu podziaªów 0 = t
(n)
0 ≤ t

(n)
1 ≤ t

(n)
2 · · · < t

(n)
kn

= T o

±rednicy zbiegaj¡cej do zera zachodzi

lim
n→∞

kn−1∑
k=0

Xtk(Wtnk+1
−Wtnk

) =

∫ T

0
XdW, w sensie zbie»no±ci w L2.

Zad 11. Wykaza¢, z de�nicji caªki Itô, »e dla dowolnego T > 0:

a) WT =
∫ T
0 dWt, lub ogólniej Wb −Wa =

∫ b
a dWt, gdy 0 ≤ a ≤ b ≤ T ,

b)
∫ T
0 WtdWt = 1

2W
2
T −

1
2T ,

2

c)
∫ T
0 tdWt = TWT −

∫ T
0 Wtdt,

3

d)
∫ T
0 W (t)2dW (t) = 1

3W (T )3 −
∫ T
0 W (t)dt, 4

1Hint: Rozwa»y¢ f(t) = Wt
2Hint: skorzysta¢ z to»samo±ci a(b− a) = 1

2 (b2 − a2)− 1
2 (a− b)2

3Hint: skorzysta¢ z to»samo±ci c(b− a) = (db− ca)− b(d− c)
4Hint: skorzysta¢ z to»samo±ci a2(b− a) = 1

3 (b3 − a3)− a(b− a)2 − 1
3 (b− a)3


