Procesy stochastyczne
Lista 5

Zad 1. Wykazac, ze dla dowolnej funkcji ciagtej f o wahaniu skoniczonym na [a, b] zachodzi f;f(t)df(t) =
5(f*(a) — f*(b)). (Hint: patrz stopka 2)
Zad 2. Niech 0 =t <t} < ... <t; =T bedzie podzialem odcinka, gdzie ] = % Wrykazaé, ze

n—1
lim Y (Wi, —Wg)? =T, wsensie zbieznosci w L.
n—00 k+1 k

k=0

Uzasadni¢, ze wynika stad, iz wahanie procesu Wienera na odcinku [0, 7] jest nieskoriczone.

Zad 3. Niech 0 =ty <t} < ... <t =T bedzie podziatem odcinka, gdzie ¢} = % Wykazaé, ze dla procesu
stochastycznego f(t), t > 0, $rednio-kwadratowe granice sum catkowych Ito

lim 3 f(t) (W, —Wy),  lim Zf tip) W, — Wep)-

n—oo
na ogol sie r6znia.!
Zad 4. Udowodmc ze dla dowolnej funkeji h € Lo([0,¢]) catka Paleya-Wienera fo s)dWs ma rozkltad nor-
malny N (0, [ h?(s)ds).

Zad 5. Wykazac, ze dla h € La([0,]) 1 0 < u < t zachodzi [ h(s)dW, = fo )10, (8)dWs p.n.
Zad 6. Wykazac, ze dla h € C(V(]0,t]) zachodzi

t ¢
/ h(s)dWs = h(t)W; — / h'(s)Wsds p.n.
0 0

(Hint: patrz stopka 3)

Zad 7. Niech C, := (E[Wy[P)"/P. Wykaza¢, 7e dla 1 < p < oo, przeksztatcenie h — C, lfo s)dWs jest
izometrycznym wtozeniem Lo ([0,t]) w L,(2).

Zad 8. Wykaza¢, ze jesli X € L2, 0 < a < b < T i ¢ jest ograniczong F,-mierzalna zmienna losowa, to
{EX L (a0 (D) }eepo,r) € LY oraz

/b»ngW:g/abXdW

(Uwaga: f XdW; definiujemy jako fo (a,) (1) XedWy).

Zad 9. Wykazaé, ze Jesh 0<ty <ty-- m < T oraz & sg zmiennymi losowymi w L%(Q2), F, mierzalnymi
to proces X =Y fkftk tht1] nalezy do /JT oraz fo XdW =301, §k(Wtk+1/\t Wint)-

Zad 10. Zalézmy, ze X jest procesem prognozowalnym, ciagtym w Lo (tzn. t — X, jest ciagta [0,T] w La(Q)).
Wykazaé, ze wowcezas X € L3 oraz dla dowolnego ciggu podzialow 0 = té") < tgn) < tén) R t,E:) =To
srednicy zbiegajacej do zera zachodzi

En—1 T
lim g Xi,(Win  — W) = / XdW, w sensie zbieznosci w L.
n—00 k+1 k 0
=0

Zad 11. Wykazaé, z definicji catki It6, ze dla dowolnego T' > 0:
a) Wr = [ dW,, lub ogélniej Wy, — W, = [P dW,, gdy 0 <a <b<T,
b) [ Wdw, = 1wz~ 1
) [ tdw, = TWy — fo Wdt, 3

fo de )_ fo t)dt, !

Hint: Rozwazy¢ f(t) = Wy

Hint: skorzystac z tozsamosci a(b — a) = (b* — a?) — 3(a — b)?
*Hint: skorzysta¢ z tozsamosci c(b — a) = (db — ca) — b(d — ¢)
“Hint: skorzysta¢ z tozsamosci a(b —a) = £(b* — a®) — a(b— a)* — 3(b—a)?



